One biquaternion model of electro-gravimagnetic field. Field analogues
  of Newton laws by Alexeyeva, Lyudmila A.
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Àííîòàöèÿ
Íà îñíîâå ãèïîòåçû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìàãíèòíîãî çàðÿäà ãðàâèòàöèîííîé ìàñ-
ñå ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâîëþòèâíîé àëãåáðû áèêâàòåðíèîíîâ è âçàèìíûõ êâàòåðíè-
îííûõ ãðàäèåíòîâ ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Ñ ââåäåíèåì áèêâàòåðíèîíîâ íàïðÿæåííîñòè A-ïîëÿ, çàðÿäà-òîêà, ìîùíîñòè-
ñèëû ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ-òîêîâ è íà èõ îñ-
íîâå àíàëîãè òðåõ çàêîíîâ Íüþòîíà äëÿ ñâîáîäíûõ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé è
ñóììàðíîãî (åäèíîãî) ïîëÿ âçàèìîäåéñòâèé. Ïîëó÷åíû çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïîëåé.
Äëÿ îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíîãî (ÝÌ) ïîëÿ [1℄, ðàçâè-
âàåòñÿ êâàòåðíèîííûé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ÝÌ-ïîëåé,
ïîðîæäàåìûõ ðàçëè÷íûìè çàðÿäàìè è òîêàìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïîëÿ èñïîëüçî-
âàëàñü ãàìèëüòîíîâà îðìà ñèììåòðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [2℄, êîòîðàÿ ïîç-
âîëÿåò ëåãêî ïåðåéòè ê êâàòåðíèîííîé çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ [3℄.
Êîìïëåêñèèêàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ââåäåíèåì â óðàâíåíèÿ ïëîòíîñòè ìàññû
íàìè íàçâàíà À-ïîëåì.
Çäåñü, íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé â [1℄ ãèïîòåçû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìàãíèòíîãî çàðÿ-
äà ìàññå, ðàçðàáîòàíà áèêâàòåðíèîííàÿ ìîäåëü À-ïîëÿ. Ñ ââåäåíèåì áèêâàòåðíèîíîâ
íàïðÿæåííîñòè A-ïîëÿ, çàðÿäà-òîêà, ìîùíîñòè-ñèëû ïîëåé è âçàèìíûõ êîìïëåêñíûõ
ãðàäèåíòîâ ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ-òîêîâ è íà èõ îñ-
íîâå àíàëîãè òðåõ çàêîíîâ Íüþòîíà äëÿ ñâîáîäíûõ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ çàðÿäîâ-òîêîâ
è ñóììàðíîãî (åäèíîãî) ïîëÿ âçàèìîäåéñòâèé. Ïîëó÷åíû çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè.
Çàìåòèì, ÷òî áèêâàòåðíèîííàÿ çàïèñü ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ðàíåå èñïîëü-
çîâàëàñü ðÿäîì àâòîðîâ äëÿ èçó÷åíèÿ åå ðåøåíèé è ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
(ñì., íàïðèìåð,[4,5,6℄). Çäåñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèé ïîëåé ïðèìå-
íÿåì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó áèêâàòåðíèîíîâ ñ èíâîëþöèåé è êîìïëåêñíûå ãðàäèåíòû,
êîòîðûå íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò ðàíåå ïðåäëîæåííûõ.
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1. àìèëüòîíîâà îðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ñèììåòðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà äëÿ A-ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî è îäíîãî ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ. Çäåñü çàïèøåì ïðåäñòàâëåííûå â [2℄ ñîîòíîøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâ-
ñêîãî R
1+3 = {(τ, x) = (ct, x1, x2, x3)} :
∂τA+ i rotA+ J = 0, (1)
ρ = div A = ρE/
√
ε− i ρH/√µ, (2)
ãäå A - êîìïëåêñíûé âåêòîð íàïðÿæåííîñòè:
A = AE + i AH =
√
εE + i
√
µH, (3)
E,H - íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ãðàâèìàãíèòíîãî ïîëÿ, ε, µ - êîíñòàíòû, õà-
ðàêòåðèçóþùèå ýëåêòðè÷åñêóþ è ìàãíèòíóþ ïðîâîäèìîñòü è ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, c =
1/
√
εµ - ñêîðîñòü ÝÌ-âîëí. J - òîê îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå òî-
êè îðìóëîé:
J =
√
µ jE − i√ε jH , (4)
à ρ - êîìïëåêñíûé çàðÿä À-ïîëÿ - âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé çàðÿäû:
ρE = ε div E, ρH = −µ div H. (5)
Çàìå÷àíèå. Åñëè ââåñòè äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð ñêîðîñòè V çàðÿäîâ è ñ÷èòàòü, ÷òî
jE = ρEV, jH = ρHV , òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî
J = ρV¯ , (6)
ãäå V˜ = V/c  áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå (6) íå âñåãäà âîçìîæíî.
Íàïðèìåð óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò âèõðåâûå òîêè (div J = 0) , äëÿ êîòîðûõ ρ = 0 . Åñëè
ïðåäñòàâèòü òîêè â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëüíîé è âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé: J = Jp + Jt ,
òîãäà îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàññîâûõ çàðÿäîâ:
jEp = ρ
EV, jHp = ρ
HV ,  ìîãóò ñëóæèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ñêîðîñòè. Îäíàêî ýòè
îðìóëû ïîñòóëèðóþò ïàðàëëåëüíîñòü äâèæåíèÿ ìàññîâûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è
ðàâåíñòâî èõ ñêîðîñòåé, ÷òî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò. Ïî-
ýòîìó îðìóëó (6) ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê ýìïèðè÷åñêóþ äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ òîêîâ
( rotJ = 0 ).
Ýíåðãèÿ A-ïîëÿ W è âåêòîð Ïîéíòèíãà P ïðè òàêîé çàïèñè îïðåäåëÿþòñÿ îðìó-
ëàìè: W = 0, 5
(
ε ‖E‖2 + µ ‖H‖2) = 0, 5 ‖A‖2 = 0, 5(A, A¯) , P = c−1E × H = 0, 5i [A, A¯] ,
ãäå A¯ =
√
εE − i√µH - êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå A . Çäåñü âñþäó (a, b), [a, b] = a × b -
ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ a è b .
Ïîñêîëüêó êâàäðàò ðàçìåðíîñòè A-ïîëÿ ðàâåí ïëîòíîñòè ýíåðãèè, åãî ìîæíî íàçâàòü
ýíåðãåòè÷åñêèì.
Â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà ρH = 0 , ò.ê. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ â ïðèðîäå
íåò. Â [1℄ ïðåäëîæåíà ãèïîòåçà: ïëîòíîñòü ρH ýêâèâàëåíòíà ïëîòíîñòè ãðàâèòàöèîí-
íîé ìàññû. Åñëè åå ïðèíÿòü, òî ïîëó÷àåì, êàê ïîêàæåì äàëåå, âïîëíå ïðàâäîïîäîáíûå
ñëåäñòâèÿ.
2
Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà H îïèñûâàåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå,
à âèõðåâàÿ - ìàãíèòíîå, ïîýòîìó H -ïîëå - ýòî ãðàâèìàãíèòíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, A -
ïîëå ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíûì.
Áóäåì íàçûâàòü jH ãðàâèìàãíèòíûì òîêîì. Ïðè ρH = 0 ýòî ÷èñòî ìàãíèòíûå
òîêè, ïðè ïîòåíöèàëüíîì H òîêè ìàññîâûå. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ýòà ãèïîòåçà èìååò
òåîðåòè÷åñêèå ïîäòâåðæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûì ñëåäñòâèÿì.
Ïðèâåäåì çäåñü òàêæå íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ À-ïîëÿ, äîêàçàííûå â [2℄, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü äàëåå êâàòåðíèîííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ óðàâíåíèé A-ïîëåé è
èõ âçàèìîäåéñòâèé.
Ò å î ð å ì à 1.1. Ïðè çàäàííûõ òîêàõ è çàðÿäàõ ðåøåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ: A = (∂2τ −∆)A = i rot J − gradρ− ∂τJ,
è óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è ýíåðãèè: ∂τρ+ div J = 0 , ∂τW + div P =
(jHH − jEE)/c.
Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóþò èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷èòü, èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-àóññà è Ñòîêñà.
Ïóñòü D− îáëàñòü â R3 , îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé ëÿïóíîâñêîé ïîâåðõíîñòüþ D ñ
åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëüþ n(x) , S - ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, îïèðàþùàÿñÿ íà êîíòóð
l , el - åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê l , dV (x) = dx1dx2dx3, dD(x), dS(x) - äèå-
ðåíöèàëû ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé, dl - äèåðåíöèàë äëèíû äóãè íà
l .
Ò å î ð å ì à 1.2. åøåíèÿ óðàâíåíèé (1) - (2) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì çàêîíàì
ñîõðàíåíèÿ: ∫
D−
{ρ(x, τ)− ρ(x, 0)}dV (x) +
τ∫
0
dτ
∫
D
(n, J) dS(x) = 0,∫
D−
(W (x, τ)−W (x, 0)) dV (x) +
τ∫
0
dτ
∫
D
(n, P )dD(x) =
=
t∫
0
dt
∫
D−
(jHH − jEE) dV (x);
∫
S
(A(x, τ)− A(x, 0), n)dS(x) + i
τ∫
0
dτ
∫
l
(A, el)dl +
τ∫
0
dτ
∫
S
(J, n) dS(x) = 0,
∫
D−
(A(x, τ)− A(x, 0)) dV (x) + i
τ∫
0
dτ
∫
D
[n,A] dD(x) +
τ∫
0
dτ
∫
D−
J(x, τ) dV = 0.
Óäàðíûå âîëíû. Ýòè òåîðåìû ñïðàâåäëèâû òàêæå è äëÿ óäàðíûõ âîëí ñî ñêà÷êîì
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà ðîíòàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà. Êàê ïîêàçàíî â [2℄, íà ðîíòàõ óäàðíûõ âîëí âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ íà ñêà÷êè:
[A]Ft + i [A]Ft ×m = 0, (7)
èëè, äëÿ ñêà÷êîâ íàïðÿæåííîñòåé:
√
ε [E]Ft =
√
µ [H ]Ft ×m,
√
µ [H ]Ft = −
√
ε [E]Ft ×m. (8)
Çäåñü m âîëíîâîé âåêòîð - òðåõìåðíûé åäèíè÷íûé âåêòîð - îïðåäåëåí íà ðîíòå óäàð-
íîé âîëíû Ft , íàïðàâëåí â ñòîðîíó åãî äâèæåíèÿ â R
3
ñî ñêîðîñòüþ c .
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Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ([E]Ft , m) = 0, ([H ]Ft , m) = 0 , ò.å. óäàðíûå âîëíû
À-ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûìè.
Èç (8) òàêæå ñëåäóþò ðàâåíñòâà:
[ρ]Fτ =
(
m, [J ]Fτ
)
, [W (x, t)]Ft = (m, [P ])Ft. (9)
Ñëåäîâàòåëüíî, ñêà÷îê âåêòîðà Ïîéíòèíãà îïðåäåëÿåò êàê íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ óäàðíîé âîëíû, òàê è âåëè÷èíó ïåðåíîñèìîé åþ ýíåðãèè. Òàê, åñëè ïåðåä ðîíòîì
âîëíû A = 0 , òî m = P/ ‖P‖ (‖P‖ =
√
P 21 + P
2
2 + P
2
3 ) , à çíà÷åíèÿ íà ðîíòå ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè:
W |Ft = ‖P‖Ft, ρ|Ft = (m, J)|Ft.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ A-ïîëÿ (à íå äëÿ E è H ) íå ñîäåðæàò êîíñòàíò
ñðåäû, â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, êîòîðàÿ âî ââåäåííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò áåçðàçìåðíà è ðàâíà 1.
Â [3℄ ââåäåíî íîâîå ïðåäñòàâëåíèå À-ïîëÿ, êîòîðîå êðàòêî îïèøåì â ï.2.
2. Áèêâàòåðíèîíû À-ïîëÿ. Ââåäåì óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî áèêâàòåðíèî-
íîâ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ: K(R1+3) = {F = f(x, τ) + F (x, τ)} ,
ãäå f - êîìïëåêñíîçíà÷íûå óíêöèè (f = f1+ if2) , à F - òðåõìåðíàÿ âåêòîð-óíêöèÿ
ñ êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè (F = F1 + iF2) , f è F - ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû è
äèåðåíöèðóåìû íà M. Ïðîñòðàíñòâî Ê - àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñî ñëîæåíèåì âèäà:
F+G = (f + g) + (F +G) , è îïåðàöèåé êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ " ◦ ":
F ◦G = (f + F ) ◦ (g +G) = (fg − (F,G)) + (fG+ gF + [F,G]). (10)
Çäåñü (F,G) = (F1G1 − F2G2) + i(F1G2 + F2G1) . Êâàäðàòíûå ñêîáêè ñîîòâåòñòâóþò
îáû÷íîìó âåêòîðíîìó óìíîæåíèþ.
Áèêâàòåðíèîí F
∗ = f¯ − F¯ , ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòàì
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì. Åñëè F
∗ = F , áèêâàòåðíèîí
óíèòàðíûé. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ áèêâàòåðíèîíû âèäà f1 + iF2 è òîëüêî îíè.
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü è ñâîéñòâà èíâîëþòèâíîé àëãåáðû:
(αA)∗ = αA∗, (A+B)∗ = A∗ +B∗, (A ◦B)∗ = B∗ ◦A∗, (A)∗∗ = A∗ .
Äàëåå èñïîëüçóåì äèåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû  âçàèìíûå êîìïëåêñíûå ãðàäèåí-
òû:
D
+ = ∂τ + i∇, D− = ∂τ − i∇, (11)
ãäå îïåðàòîð àìèëüòîíà ∇ = grad = (∂1, ∂2, ∂3) . Çàìåòèì, ÷òî â ñìûñëå âûøå äàí-
íûõ îïðåäåëåíèé êàæäûé èç íèõ ìîæíî íàçâàòü óíèòàðíûì îïåðàòîðîì: (D−)∗ =
D
−, (D+)∗ = D+ . Èõ äåéñòâèå íà Ê îïðåäåëåíî êàê â àëãåáðå áèêâàòåðíèîíîâ:
D
+
F = (∂τ + i∇) ◦ (f + F ) = (∂τf − i (∇, F ) + ∂τF + i∇f + i[∇, F ],
D
−
F = (∂τ − i∇) ◦ (f + F ) = (∂τf + i div F ) + ∂τF − igrad f − i rot F.
Âîëíîâîé îïåðàòîð ïðåäñòàâèì â âèäå:  = D− ◦D+ = D+ ◦D− .
Ââåäåì áèêâàòåðíèîíû À-ïîëÿ: ïîòåíöèàë Φ = iφ−Ψ , íàïðÿæåííîñòü A = 0 + A ,
ïëîòíîñòü ýíåðãèè-èìïóëüñà Ξ = W + iP , ïëîòíîñòü çàðÿäà-òîêàΘ = iρ+ J .
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Âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
Ξ = 0, 5A∗ ◦A = 0, 5 (A¯, A)− 0, 5 [A, A¯]
D
−
Φ = (∂τ − i∇)(iφ−Ψ) = i(∂τφ− divΨ) + irotΨ− ∂τΨ+ grad φ
ãäå A
∗ = 0− A¯ - ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí.
Åñëè ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêå: ∂τφ− divΨ = 0, òî
A = grad φ− ∂τΨ+ i rotΨ, D+A = −(iρ+ J). (12)
Îòêóäà ñëåäóåò
Φ = −Θ ⇒ φ = −ρ, Ψ = J,
D
−
D
+
A = −i(∂τρ+ div J)−∇ρ− ∂τJ + i rot J = 0 +A (13)
Èç (13), ñðàâíèâàÿ êâàòåðíèîíû, ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è âîëíîâîå óðàâíåíèå
äëÿ À-ïîëÿ (ñì. òåîðåìà 1.1).
Âòîðàÿ îðìóëà (12)  ýòî ñèììåòðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, êîòîðûå àê-
òè÷åñêè îïðåäåëÿþò çàðÿäû-òîêè êàê êîìïëåêñíûé ãðàäèåíò À-ïîëÿ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòî ïîñëåäîâàòåëüíîå (òðîéíîå) âçÿòèå êîìïëåêñíûõ ãðà-
äèåíòîâ îò ïîòåíöèàëà À-ïîëÿ (ñ ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêîé), îïðåäåëÿåò êâàòåðíèîíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, çàðÿäàì è òîêàì, çàêîíó ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ âåêòîðà À. Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ãðàäèåíòà êâàòåð-
íèîíà ýíåðãèè-èìïóëüñà À-ïîëÿ äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè [2℄.
Èòàê çàðÿäû è òîêè - ýòî ïðîñòî èçè÷åñêîå ïðîÿâëåíèå êîìïëåêñíîãî ãðàäèåíòà
íàïðÿæåííîñòè A-ïîëÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå çàêîíîìåðíîñòè äîëæíû íàáëþäàòüñÿ äëÿ ëþáîãî âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ ñ îäíîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, òîëüêî èçè÷åñêîå ïðîÿâëåíèå
êîìïëåêñíûõ ãðàäèåíòîâ îò êâàòåðíèîíîâ ýòîãî ïîëÿ áóäåò èìåòü äðóãóþ ïðèðîäó. Ñëå-
äóåò åå òîëüêî íàõîäèòü.
3. Ìîùíîñòü è ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñèë. Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà. àññìîò-
ðèì äâà ïîëÿ A è A
′
, Θ,Θ′  ñîîòâåòñòâóþùèå èì (èëè ïîðîæäàþùèå èõ) çàðÿäû-
òîêè. Íàçîâåì áèêâàòåðíèîí
F =M − iF = − Θ ◦A′ = −(iρ+ J) ◦ A′ = (A′, J)− iρA′ + [A′, J ] (14)
ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè- ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ïîëÿ A′ íà çàðÿäû è òîêè ïîëÿ
A . Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì (3),(4), ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü èìååò âèä ïëîòíîñòè ìîùíîñòè
äåéñòâóþùèõ ñèë:
M = (A′, J) = c−1((E ′, jE) + (H ′, jH)) + i((B′, jE)− (D′, jH)) (15)
Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè âåêòîðíîé ñîñòàâëÿþùåé áèêâàòåðíèîíà, ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè îáúåìíûõ ñèë
(
F = FH + i FE
)
:
ReF = ρEE ′ + ρHH ′ + jE ×B′ − jH ×D′ = FH (16)
ImF =
(
ρEB′ − ρHD′)+ c−1 (E ′ × jE +H ′ × jH) = FE (17)
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Çäåñü B = µH - àíàëîã âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè (â âèõðåâîé ÷àñòè ñîâïàäàåò ñ
íèì), D = εE -âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ.
Íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòüþ âåêòîðà
H , à ðîòîðíàÿ ÷àñòü ýòîãî âåêòîðà îïèñûâàåò ìàãíèòíîå ïîëå. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü
Θ, Θ′ ñîäåðæèò ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ìàññû, à âåêòîðíàÿ - ïëîòíîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è òîêà ìàññû (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ìàññû).
Èñõîäÿ èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé, â óðàâíåíèè (16) ñòîÿò èçâåñòíûå ìàññîâûå ñèëû,
ïîñëåäîâàòåëüíî: êóëîíîâñêàÿ ñèëà, ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà, ñèëà Ëîðåíöà è íîâàÿ D′ ×
jH , êîòîðóþ íàçîâåì ýëåêòðîìàññîâîé. Â äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ìîùíîñòè (15) ñòîèò
ìîùíîñòü êóëîíîâñêèõ, ãðàâèòàöèîííûõ è ìàãíèòíûõ ñèë. Ìîùíîñòü ýëåêòðîìàññîâîé
ñèëû â äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (15) íå âõîäèò, ò.ê. îíà íå ðàáîòàåò íà ïåðåìåùåíèÿõ
ìàññû, ïîñêîëüêó ïåðïåíäèêóëÿðíà åå ñêîðîñòè. Èíòåðåñíî, ÷òî ìîùíîñòü ñèëû Ëîðåíöà
â äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (15) òàêæå íå âõîäèò, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ýòà
ñèëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè ìàññû, õîòÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ýòî íå ñëåäóåò.
Åñòåñòâåííî, ïî àíàëîãèè, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (17) îïèñûâàþò ñèëû, âû-
çûâàþùèå èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ (ýëåêòðè÷åñêèå ñèëû), à â ìíèìîé ÷àñòè (15)
ñòîÿò ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîùíîñòè.
Â ñèëó òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà î äåéñòâóþùèõ è ïðîòèâîäåéñòâóþùèõ ñèëàõ, ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ (14) è (15) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ: F
′ = −F . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò çàêîí
äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé (çàðÿäîâ è òîêîâ) èìååò ñëåäóþùèé âèä.
Çàêîí î äåéñòâèè è ïðîòèâîäåéñòâèè ïîëåé:
Θ ◦A′ = −Θ′ ◦A.
Èíòåðåñíî, ÷òî â ñêàëÿðíîé ÷àñòè îí òðåáóåò ðàâåíñòâà ïëîòíîñòåé ìîùíîñòåé ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà çàðÿäû è òîêè äðóãîãî ïîëÿ, ò.å. ïîäîáåí èçâåñòíîìó â
ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåäñòâ òîæäåñòâó âçàèìíîñòè Áåòòè, êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ
äëÿ ðàáîòû ñèë .
4. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîëå çàðÿäîâ è òîêîâ
ìåíÿåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîëÿ äðóãèõ çàðÿäîâ è òîêîâ. Íàïðàâëåíèå íàèáîëåå èíòåí-
ñèâíîãî èçìåíåíèÿ ïîëÿ îïèñûâàåò åãî ãðàäèåíò. Ïî àíàëîãèè, èçìåíåíèå áèêâàòåðíèîíà
çàðÿäà-òîêà ïðîèñõîäèò íàèáîëåå èíòåíñèâíî â "íàïðàâëåíèè"åãî êîìïëåêñíîãî ãðàäè-
åíòà. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî èçìåíåíèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü â "íàïðàâëå-
íèè"áèêâàòåðíèîíà ìîùíîñòè-ñèëû ñî ñòîðîíû âòîðîãî ïîëÿ íà ïåðâîå. Ïîýòîìó çàêîí
èçìåíåíèÿ çàðÿäà-òîêà ïîëÿ ïîä äåéñòâèåì äðóãîãî, ïîäîáíûé âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,
ïðåäëîæèì â âèäå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé.
Óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ-òîêîâ:
κD−Θ = F ≡ −Θ ◦A′, κD−Θ′ = −Θ′ ◦A, (18)
Θ ◦A′ = −Θ′ ◦A, (19)
D
+
A+Θ = 0, D+A′ +Θ′ = 0. (20)
Çäåñü óðàâíåíèÿ (18) ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, çàïèñàííîìó äëÿ çàðÿäîâ-
òîêîâ êàæäîãî èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, à (19) - òðåòüåìó. Âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè
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Ìàêñâåëëà äëÿ ýòèõ ïîëåé (20) îíè äàþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ââåäåíèå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ κ ñâÿçàíî
ñ ðàçìåðíîñòüþ.
àñêðûâàÿ ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ ÷àñòü (18), çàïèøåì
Óðàâíåíèÿ òðàíñîðìàöèè çàðÿäîâ-òîêîâ À-ïîëÿ :
i κ (∂τρ+ div J) = M, (21)
i κ (∂τJ − i rot J +∇ρ) = F. (22)
Èç (21), ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, ñëåäóåò, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïîëåé
M = 0. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (15) ïîëó÷èì
(E ′, jE) + (H ′, jH) = 0, (B′, jE)− (D′, jH) = 0
Ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (22) ñîîòâåòñòâóåò, êàê ìû îáñóæäàëè â ï.3, ñèëå. Ñ ó÷åòîì
(16), (17) è (2), (3), (4), ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä.
Àíàëîã âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ:
κ
(
µ−0,5grad ρH +
√
ε ∂τj
H +
√
µ rot jE
)
=
= ρEE ′ + ρHH ′ + jE ×B′ − jH ×D′, (23)
κ
(
ε−0,5grad ρE +
√
µ∂τ j
E −√ε rot jH) =
= c
(
ρEB′ − ρHD′)+ c−1 (E ′ × jE +H ′ × jH) . (24)
Àíàëîãîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìàññû çäåñü â (23) ÿâëÿåòñÿ κ
√
εjH . Óðàâíåíèå (24)
îïèñûâàåò âîçäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, åãî àíàëîã àâòîðó íåèç-
âåñòåí.
Åñëè îäíî ïîëå íàìíîãî ñèëüíåå âòîðîãî, íàïðèìåð, åñëè W ′ >> W , òî ìîæíî
èçìåíåíèåì âòîðîãî ïîëÿ ïîä âîçäåéñòâèåì çàðÿäîâ è òîêîâ ïåðâîãî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ è
òîêîâ ïåðâîãî ïîëÿ ïîä âîçäåéñòâèåì çàðÿäîâ è òîêîâ âòîðîãî
κD−Θ = −Θ ◦A′, (25)
ãäå A
′
èçâåñòíî. Ñîîòâåòñòâóþùåå èì À-ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà
(12) .
Çàìå÷àíèå. Çäåñü îòìåòèì ðàçëè÷èå ïðè ïîñòðîåíèè çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ è òîêîâ â ñðàâíåíèè ñ ìîäåëüþ, ïðåäëîæåííîé â
[1℄, ñâÿçàííîå ñ òåì, ÷òî ïîëå çàðÿäîâ è òîêîâ ãåíåðèðóåò ñèëû, âîçäåéñòâóþùèå íà
äðóãèå çàðÿäû è òîêè, à íå íà ñàìèõ ñåáÿ. Ïîýòîìó â [1℄ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå
â êà÷åñòâå íàïðÿæåíèé ñëåäîâàëî áðàòü íàïðÿæåíèå âîçäåéñòâóþùåãî ïîëÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé îáåèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Çàïèñü ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû â
[1℄ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê ïåðâîå ïðèáëèæåíèå.
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Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (22) ïî èêñèðîâàííîìó îáúåìó:
∂τ
∫
D−
κ
√
ε jHdV (x)+
∫
D−
κ
(
µ−0,5 gradρH +
√
µ rot jE
)
dV (x) =
=
∫
D−
(
ρEE ′ + ρHH ′ + jE × B′ − jH ×D′) dV (x),
òî ïîëó÷èì îðìóëó èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â çàäàííîì îáúåìå.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàññû è çàðÿäà, çàêëþ÷åííûõ â èêñèðîâàííîì îáúåìå:
mD−(t) =
∫
D−
ρH(x, t) dV (x), qD−(t) =
∫
D−
ρE(x, t)dV (x).
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî è ïîëàãàÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå óíêöèè äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèå â äàííîé îáëàñòè, ïîëó÷èì:
κ
√
ε ∂τ
∫
D−
jH(x, t)dV (x) + κ
∫
D
(
n(x)
ρH√
µ
+
√
µ
[
n(x), jE(x, t)
])
dS(x) =
= qD−E˜
′ +mD−H˜
′ +
∫
D−
(
jE × B′ − jH ×D′) dV (x).
Çäåñü â äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ñïðàâà ñòîÿò çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòåé â íåêîòîðîé
èêñèðîâàííîé òî÷êå äàííîé îáëàñòè (ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ èíòåãðàëà îò íåïðå-
ðûâíîé óíêöèè). Åñëè ρH = 0, jE = 0 äëÿ x ∈ D , òî ïîëó÷èì àíàëîã âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà äëÿ òâåðäîãî òåëà:
κ
√
ε ∂τ
∫
D−
jH(x, t)dV (x) = qD−E˜
′ +mD−H˜
′ +
∫
D−
(
jE × B′ − jH ×D′) dV (x).
Åñëè (24) ñêàëÿðíî óìíîæèòü íà íîðìàëü n ê ïîâåðõíîñòè S è ïðîèíòåãðèðîâàòü
ïî S , òî ïîëó÷èì
κ
√
µ
∫
S
(
∂τ j
E, n(x)
)
dS(x) + κε−0,5
∫
S
(
gradρE, n(x)
)
dS(x)−
−κ√ε
∫
l
(
jH , e(x)
)
dl(x) =
=
∫
S
{(
ρEB′ − ρHD′)+ c−1 (E ′ × jE +H ′ × jH)} dS(x).
Ôîðìóëà îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ñèëû ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ÷åðåç çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü
ïîä âîçäåéñòâèåì A-ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî äðóãèìè çàðÿäàìè è òîêàìè. Åå òàêæå ìîæíî
ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî.
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Ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè. Àíàëîãè÷íî ïëîòíîñòè ýíåðãèè À- ïîëÿ ââåäåì ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè ïîëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ:
0, 5Θ ◦Θ∗ =
(
‖ρE‖2
ε
+
‖ρH‖2
µ
+Q
)
+ i
(
PJ −
√
µ
ε
ρEjE −
√
ε
µ
ρHjH
)
, (26)
êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïëîòíîñòü ýíåðãèè òîêîâ:
Q = 0, 5 ‖J‖2 = 0, 5
(
µ
∥∥jE∥∥2 + ε ∥∥jH∥∥2) ,
ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå âêëþ÷àåò äæîóëåâî òåïëî
∥∥jE∥∥2 , à âòîðîå - ïëîòíîñòü êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ìàññîâûõ òîêîâ
∥∥jH∥∥2 , íî íå òîëüêî, ò.ê. â íèõ âõîäèò è ýíåðãèÿ âèõðåâîé
÷àñòè òîêîâ (ìàãíèòíûõ òîêîâ). Çäåñü òàêæå ââåäåí âåêòîð PJ , ïîäîáíûé âåêòîðó Ïîéí-
òèíãà, íî äëÿ òîêîâ:
PJ = 0, 5i J × J¯ = c−2
[
jH , jE
]
Åñëè ãðàâèìàãíèòíûé è ýëåêòðè÷åñêèé òîêè ïàðàëëåëüíû, ëèáî îäèí èç íèõ îòñóòñòâóåò
(íóëåâîé), òî PJ = 0 . Â îáùåì ñëó÷àå PJ 6= 0 .
Óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (22) íà −iJ∗ , ñëîæèì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûì è ïîäåëèì íà 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òîêîâ Θ -ïîëÿ:
κ (∂τQ + div PJ + Re (∇ρ, J∗)) = Im (F, J∗) =
(
FH , JH
)
+
(
FE, JE
)
, (27)
àíàëîãè÷íûé çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ À-ïîëÿ (òåîðåìà 1.1.). Îäíàêî â ëåâîé
÷àñòè ïîÿâèëîñü òðåòüå ñëàãàåìîå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò çàêîí ïîäîáåí ïåðâîìó
íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè. Çäåñü ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ÷ëåíà ñëåâà:
U =
(
div PJ +
√
ε/µ
(∇ρE , jE)+√µ/ε (∇ρH , jH)) ,
 õàðàêòåðèçóþò ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè òîêîâ Θ -ïîëÿ.
Ïðàâàÿ ÷àñòü, çàâèñÿùàÿ îò ìîùíîñòè äåéñòâóþùèõ âíåøíèõ ñèë, ìîæåò óâåëè÷èâàòü
èëè óìåíüøàòü ýòó ñêîðîñòü.
5. Ñâîáîäíîå ïîëå. Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà. àññìîòðèì À-ïîëå â îòñóòñòâèè
äðóãèõ ïîëåé. Íàçîâåì òàêîå ïîëå ñâîáîäíûì.
Àíàëîãîì ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà îá èíåðöèè ìàññû â îòñóòñòâèè äåéñòâóþùèõ íà
íåå ñèë çäåñü, êàê ñëåäóåò èç (18) , åñòåñòâåííî ïðèíÿòü
Çàêîí èíåðöèè äëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ À-ïîëÿ: Â îòñóòñòâèè äðóãèõ ïîëåé F = 0 , ò.å.
D
−
Θ = (∂τ − i∇)Θ = 0
÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì:
∂τρ+ div J = 0, ∇ρ+ ∂τJ − i rot J = 0. (28)
èëè äëÿ èñõîäíûõ âåëè÷èí:
∂tρ
E + div jE = 0, ∂τ j
E =
√
ε/µ rot jH − c grad ρE, (29)
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∂tρ
H + div jH = 0, ∂τ j
H = −
√
µ/ε rot jE − c grad ρH (30)
Ïåðâûå ðàâåíñòâà - ýòî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ìàññû, èç êîòîðûõ
ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ìàññû èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé òîêîâ. Èç âòîðûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíòû çàðÿäîâ âûçûâàþò ïîÿâëå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ òîêîâ, êðîìå òîãî âèõðåâàÿ ãðàâèìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òîêà
âëèÿåò íà ýëåêòðè÷åñêèé òîê è íàîáîðîò.
Óðàâíåíèÿ (29) -(30) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîò-
íîñòåé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è òîêîâ, ïëîòíîñòè ìàññû è ìàññîâûõ òîêîâ À-ïîëÿ â
îòñóòñòâèè äðóãèõ ïîëåé.
Åñëè âî âòîðîì óðàâíåíèè (28) âçÿòü äèâåðãåíöèþ èëè ðîòîð, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ
äëÿ çàðÿäà è òîêà, òî ïîëó÷èì îäíîðîäíûå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ: ρ = 0, J = 0 . ×òî
ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ñâîáîäíîì ïîëå çàðÿäû è òîêè ñî âðåìåíåì ðàññåèâàþòñÿ. Â ñèëó
ýòîãî ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ èìååò âèä:
∂τQ = −U, U ≥ 0.
èëè â èíòåãðàëüíîé îðìå:
∫
D−
(Q(x, t)−Q(x, 0))dV (x) +
t∫
0
dt
∫
D
(PJ , n) dD(x)+
+
t∫
0
dt
∫
D−
(
µ−1
(∇ρE , jE) + ε−1 (∇ρH , jH) ) dV (x) = 0.
Óäàðíûå âîëíû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (28) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Åå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå êîðíè - íóëè îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ m1 m2 m3
m1 −λ −im3 +im2
m2 im3 −λ −im1
m3 −im2 im1 −λ
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
îïðåäåëÿþò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí. Â äàííîì ñëó÷àå λ1,2 = ±1, ò.å.
ñêîðîñòü óäàðíûõ âîëí Θ -ïîëÿ òàêàÿ æå, êàê è äëÿ À-ïîëÿ. Äâà äðóãèõ êîðíÿ λ3,4 = 0,
ò.å., êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, íåïîäâèæíûå ïîâåðõíîñòè â R3 ÿâëÿþòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè [2℄.
Óñëîâèÿ íà ðîíòàõ óäàðíûõ âîëí Fτ ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé (28) ñ ðàçðûâàìè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ êàê îáîáùåííûå
ðåøåíèÿ (ïîìåòèì èõ øàïî÷êîé: fˆ ) :
∂τ ρˆ+ div Jˆ = (ντ [ρ]F + ([J ]F , ν))δF (x, τ) = 0,
∇ρˆ+ ∂τ Jˆ − i rotJˆ = (ν [ρ]F + ντ [J ]F − i [ ν, [J ]F ])δF (x, τ) = 0.
Çäåñü (ντ , ν1, ν2, ν3) = (−‖ν‖ , ν), íîðìàëüíûé âåêòîð ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè â R4 ( ‖ν‖ =
√
ν21 + ν
2
2 + ν
2
3 , ñâÿçàííûé ñ âîëíîâûì âåêòîðîì â R
3
ñîîòíîøåíèåì:
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m = ν/ ‖ν‖ , δF (x, τ)  ñèíãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ óíêöèÿ - ïðîñòîé ñëîé íà F . Ñëåäî-
âàòåëüíî, óñëîâèÿ íà ðîíòàõ óäàðíûõ âîëí J -ïîëÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
[ρ]Fτ −
(
[J ]Fτ , m
)
= 0, (31)
m [ρ]Fτ − [J ]Fτ − i
[
m, [J ]Fτ
]
= 0. (32)
Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâåí íóëþ, îíà èìååò íåíóëåâûå ðå-
øåíèÿ. Ïåðâîå óñëîâèå òàêîå æå, êàê è äëÿ óäàðíûõ âîëí À-ïîëÿ, ñâÿçûâàåò ñêà÷îê îáú-
åìíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è ìàññîâîé ïëîòíîñòè ñî ñêà÷êîì ïðîäîëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé òîêîâ íà ðîíòå âîëíû. Âòîðîå óñëîâèå äàåò ñâÿçü ìåæäó êàñàòåëüíûìè
ñîñòàâëÿþùèìè òîêîâ, êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò èç (31), íå çàâèñèò îò [ρ]Ft .
Ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè÷èå îò óäàðíûõ âîëí íàïðÿæåíèé À- ïîëÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïîïåðå÷íûìè, óäàðíûå âîëíû Θ -ïîëÿ, òàêîâûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ. Ïðè
îòñóòñòâèè ñêà÷êà ïëîòíîñòè çàðÿäà, ýòè âîëíû ñòàíîâÿòñÿ ïîïåðå÷íûìè.
6. Óðàâíåíèÿ åäèíîãî ïîëÿ è ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèé. Åñëè åñòü íåñêîëü-
êî (M) âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, ïîðîæäàåìûõ ðàçëè÷íûìè çàðÿäàìè è òîêàìè, òî
óðàâíåíèÿ (28) ïðèìóò âèä:
κD−Θk +Θk ◦
∑
m6=k
A
m = 0, D+Ak +Θk = 0, k = 1, ...,M (33)
D
+
A
m ◦Ak +D+Ak ◦Am = 0, k 6= m. (34)
Ñóììàðíîå (åäèíîå) ïîëå, â ñèëó òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà (21) äëÿ ïîëåé, êàê ëåãêî
âèäåòü (ñóììèðóÿ (33) ïî k ), ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, ïîñêîëüêó, àíàëîãè÷íî ìåõàíèêå
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë, âñå äåéñòâóþùèå ñèëû âíóòðåííèå. Èòàê èìååì
Çàêîí åäèíîãî ïîëÿ. Âçàèìîäåéñòâóþùèå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò àíàëîãó âòîðîãî çàêî-
íà Íüþòîíà äëÿ ïîëåé (21), (22), à äëÿ ñóììàðíîãî çàðÿäà-òîêà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:
κD−Θ = D−
M∑
m=1
Θ
m ≡ 0 , ò.å. åäèíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.
Óðàâíåíèÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì è äàþò ïåðâûå èíòåãðàëû âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ïîëåé. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿäû-òîêè èçâåñòíû, ñèñòåìà
(33) -(34) ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ñîçäàâàåìûå èìè ïîëÿ è èõ ñîâìåñòíîå èçìåíåíèå âî
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå.
àññìîòðèì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè ïîëåé ïðè âçàèìîäåéñòâèè ðàçëè÷íûõ
çàðÿäîâ-òîêîâ. Ñîãëàñíî (14) , äëÿ åäèíîãî ïîëÿ èìååì
Ξ = 0, 5A∗ ◦A = 0, 5 (A¯, A)− 0, 5 [A, A¯] =W + i P. (35)
àñêðûâàÿ, ïîëó÷èì
Ξ = 0, 5
N∑
k=1
A
k ◦
N∑
l=1
A
∗l = 0, 5
N∑
k=1
A
k ◦A∗k+
+ 0, 5
∑
k 6=l
A
k ◦A∗l =
N∑
k=1
Ξ
k + δΞ, (36)
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δΞ =
∑
k 6=l
Ξ
kl, Ξkl = 0, 5
(
A
k ◦A∗l +Al ◦A∗k) . (37)
Íàçîâåì δΞ áèêâàòåðíèîíîì ýíåðãèè-èìïóëüñà âçàèìîäåéñòâèÿ: δΞ = δW + iδP .
Çäåñü δW - ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, δP - èìïóëüñ âçàèìîäåéñòâèÿ, ñâÿçàííûé ñ èç-
ìåíåíèåì âåêòîðà Ïîéíòèíãà. Ïîìå÷àÿ ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè, èìååì δΞ =
∑
k 6=l
(
δW kl + iδP kl
)
. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé
ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ: δW =
∑
k 6=l
δW kl.
Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ åäèíîãî ïîëÿ W - äåéñòâèòåëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà,
èç (36) ñëåäóþò óñëîâèÿ íà âûäåëåíèå èëè ïîãëîùåíèå ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè
À-ïîëåé: âûäåëåíèå ýíåðãèè, åñëè δW > 0, ïîãëîùåíèå ýíåðãèè, åñëè δW < 0 . Ïðè
ñîõðàíåíèè ýíåðãèè-èìïóëüñà δΞ = 0 .
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè åäèíîãî ïîëÿ èìååò âèä, äàííûé â òåîðåìå 1.1.
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ À-ïîëåé ñîäåðæàò òîëüêî îäíó óíèâåðñàëü-
íóþ ðàçìåðíóþ êîíñòàíòó κ , ÷òî ïîçâîëÿåò ñóììèðîâàòü íàïðÿæåííîñòè, çàðÿäû è
òîêè è ââîäèòü åäèíîå ïîëå. Ïðè ïåðåõîäå ê èñõîäíûì äàííûì ìîæíî áðàòü êîíñòàí-
òû "ïðîíèöàåìîñòè" ε, µ äëÿ êàæäîãî ïîëÿ âçàèìîäåéñòâèé ðàçíûìè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ýòî ïîçâîëÿåò. ×àñòíûå ñëó÷àè À-ïîëåé ðàññìîòðåíû â [7℄.
7. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûå çäåñü óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ A-ïîëåé, îñíîâà-
íû íà ãèïîòåçå î ìàãíèòíîì çàðÿäå-ìàññå, ñèììåòðèðóþùåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ýòî
ïîçâîëèëî íàçâàòü òàêèå ïîëÿ ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíûìè è ïîñòðîèòü çàêîíû èõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûå çàêîíàì Íüþòîíà äëÿ ìàòåðè-
àëüíûõ òåë. Ïîñêîëüêó êâàäðàò ðàçìåðíîñòè À-ïîëÿ (α2 ) - ýòî ðàçìåðíîñòü ïëîòíîñòè
ýíåðãèè, åãî ìîæíî íàçâàòü ýíåðãåòè÷åñêèì.
Íà îñíîâå ýòèõ çàêîíîâ ìîæíî îáúÿñíèòü ðÿä íàáëþäàåìûõ èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Íà-
ïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîñòîÿííûå âðàùàþùèåñÿ ýëåêòðè÷åñêèå òîêè ïîðîæäàþò
ñîëåíîèäàëüíûå ìàãíèòíûå ïîëÿ [8℄. Èç ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè ñëåäóåò (ñì. ïðèìåðû â
[1℄), ÷òî àíàëîãè÷íî, âðàùàþùèåñÿ ìàññû ñîçäàþò ñîëåíîèäàëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ
(÷òî ìîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèòü). Ýòî îáúÿñíÿåò, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå ýëåê-
òðè÷åñêîé îñè ó Çåìëè, îáóñëîâëåííîé ñîëåíîèäàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ Çåìëè âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ åå ìàññû. Ïîäîáíîå äîëæíî íàáëþäàòüñÿ è ó äðóãèõ
ïëàíåò. Ïîñêîëüêó Çåìëÿ èìååò îòðèöàòåëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, òî åãî âðàùåíèå
îáóñëàâëèâàåò è ñîëåíîèäàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè.
Äðóãîé ïðèìåð... Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
Ñîëíöà ïîðîæäàåò ýëåêòðîìàñîâóþ ñèëó, ñìåùàþùóþ îðáèòû ïëàíåò. Èíòåðåñíî, ÷òî
â ðàáîòå [9℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèÿ ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ, íåîáúÿñíèìîãî â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, â óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ äâóõ òåë ââåäåíà äîïîëíè-
òåëüíàÿ ñèëà, íàçâàííàÿ àâòîðàìè êîãðàâèòàöèåé, êîòîðàÿ ïî âèäó ïîäîáíà ðàññìîò-
ðåííîé çäåñü ýëåêòðîìàññîâîé ñèëå.
Ïðåäñòàâëåííàÿ òåîðèÿ äàåò òàêæå óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ è çà-
ðÿäîâ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíûõ ïîëåé è çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè-
èìïóëüñà, êîòîðûå ìîãóò îïèñàòü, íàïðèìåð, íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé âåùåñòâ.
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